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Introduction

Les écoulements de �uide de type jet ou cavité sont fréquemment rencontrés aussi bien dans

la nature que dans l�industrie. Les domaines d�applications sont nombreux et variés : les

chambres de combustion des moteurs, les pompes à jet, les réservoirs et l�architecture des

barrages.

Dans le présent travail, on se propose d�étudier un écoulement à surface libre en raison

d�un jet. L�écoulement est supposé potentiel, bidimensionnel et irrotationnel, En négligeant

les tensions de surface et les forces de gravité, pour trouver la solution exacte, nous allons

utiliser la transformation conforme d�hodographe dû à Kirchho¤ (1869) et la transformation

Schwarz-Christo¤el. Et on résout le problème numériquement aprés on cherche une solution

asymptotique en considérant les paramètres du problème.

Ce mémoire de �n d�études comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons abordé les notions fondamentales de mécanique

des �uides dons nous avons besoin dans notre étude.

Concernant le deuxiéme chapitre, on a étudié les transformations conformes en genérale,

en citant quelques cas particuliers, la transformation de Schwarz-Christo¤el et la méthode

de la ligne de courant libre. Nous utilisons ces transformations pour obtenir la solution

exacte du problème posé .

Dans le dernier chapitre, on étudie le même problème posé dans le deuxième chapitre,

en tenant compte de l�e¤et de la tension de surface. En utilisant la méthode de troncation

de la série introduite par Vanden-Broeck et Keller ; qui consiste à discrétiser uniquement la

surface libre. Par cette méthode on a pu déterminer avec précision la nature de singularité

du vecteur vitesse aux points de contacts.
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Chapitre 1

Notions préliminaires sur la

mécanique des �uides

Résumé : Dans ce chapitre, on présente quelques dé�nitions et notions préliminaires con-

cernant les propriétés des �uides, les écoulements potentiels, bidimensionnels et les équations

générales du mouvement des �uides.

1.1 Introduction

La mécanique des �uides est une science de la mécanique appliquée qui concerne le com-

portement des liquides et des gaz au repos ou en mouvement. Cette branche de la mécanique

englobe une variété de problèmes allant de l�étude de l�écoulement sanguin dans des capil-

laires déformables (vaisseaux sanguins de diamètre de quelques microns) à l�écoulement de

pétrole brut dans des conduites de l�ordre du mètre de diamètre avec des longueurs pouvant

aller jusqu�à 13000km. Les principes de la mécanique des �uides sont nécessaires pour ex-

pliquer pourquoi les avions volent et quel est le pro�l d�aile idéal pour avoir un vol le plus

e¢ cace possible en termes de coûts liés au kérosène et de vitesse d�avion alors que les balles

de golf à aspérités servent à lancer la balle plus loin grâce au décollement tardif de la couche

limite dans le cas d�un écoulement turbulent.
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1.2. Les �uides

1.2 Les �uides

1.2.1 Dé�nition d�un �uide

Un �uide est dé�ni comme un milieu continu ne pouvant être maintenu au repos lorsque

des e¤orts de cisaillement lui sont appliqués. Dans la plupart des cas, cette propriété carac-

téristique est su¢ sante pour établir une distinction claire entre �uides et solides. On peut

cependant remarquer qu�il existe des matériaux tels que les polymères dont le comportement

se rapproche de celui des solides ou de celui des �uides selon l�intensité des e¤orts appliqués.

Ces milieux complexes ne seront pas étudiés ici.

Les �uides se composent des liquides et des gaz. D�un point de vue mécanique, un gaz

se distingue d�un liquide principalement par sa plus grande compressibilité : les variations

relatives de masse volumique résultant d�une variation donnée de pression y sont beaucoup

plus grandes. Cependant, dans certaines classes d�écoulements liquides ou gazeux, les vari-

ations de masse volumique sont su¢ samment faibles pour qu�en première approximation, le

�uide soit considéré comme incompressible. En�n, il faut souligner que liquides et gaz sont

régis par les mêmes lois de la mécanique des �uides.

1.2.2 Propriétés des �uides

Masse volumique C�est la masse de l�unité de volume. L�unité est le kilogramme par

mètre cube
�
kg.m�3� :

� =
masse
volume

=
m
v

La masse volumique d�un gaz change avec la pression mais celle d�un liquide peut être

considérée comme constante en général.

Exemple 1.2.1 pour l�eau � = 1000kg:m�3; pour l�air � = 1; 293kg:m�3:
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1.2. Les �uides

La densité d =
masse volumique d�un corps

masse volumique

8<: de l�eau (liquides ou solides)

de l�air (pour les gaz)

=un nombre sans di-

mention.

Exemple 1.2.2 huile minérale = 920kg:m�3, densité correspondante d = 0; 92:

Volume spéci�que C�est l�inverse de la masse volumique par unité de masse est appelé

aussi volume massique et est dé�ni par :

v = 1=�
�
m3:kg�1

�

La viscosité C�est une propriété importante. Elle caractérise les frottements internes ou

intermoléculaires à l�intérieur du �uide, autrement dit sa capacité à s�écouler.

La propriété inverse est la �uidité. La température a une grande in�uence sur la viscosité

des �uides. Celle-ci diminue lorsque la température augmente.

1. Viscosité cinématique v

Elle est déterminée, pour les liquides, en mesurant à une température donnée la durée

d�écoulement d�un volume connu de liquide à travers un appareil comportant un ori�ce

(tube capillaire) de dimensions normalisées. L�unité est le mètre carré par seconde (m2:s�1).

1st = 1stoke = 10�4m2:s�1 = 100cst:

v =
�

�

8<: � viscosité dynamique (P`)

� masse volumique (kg.m�3)
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1.2. Les �uides

2. Viscosité dynamique �

Elle caractérise l�aptitude des couches de �uide à glisser les unes sur les autres (compa-

rable au frottement existant entre les surfaces planes de deux solides en contact).

1P` = 1kg:m�1:s�1

Fluide parfait ou idéal

Un �uide parfait (non visqueux) est un �uide dont la viscosité est supposée nulle (� = 0 ou

v = 0). Il n�y a pas de contraintes de cisaillement dues au frottement interne entre molécules

et au frottement contre les parois. Il n�y a pas de rotation des particules de �uide autour

de leur centre de masse (elles sont dites irrotationnelles). Il ne supporte que des forces de

pression et les écoulements peuvent être représentés par des lignes de courant.

Fluide incompressible

Un �uide est dit incompressible lorsque sa masse volumique � reste constante dans un écoule-

ment, à partir de l�équation de continuité, que la masse volumique est alors nécessairement

constante sur chaque trajectoire

d�

dt
= 0

Les liquides peuvent être considérés comme des �uides incompressibles (eau, huile, etc.).

1.2.3 Description Lagrangienne

On se donne les équations paramétriques de la trajectoire (Figure (1.1)) de l�ensemble des

points matériels P dans un repère cartésien. Si (x01; x
0
2; x

0
3) sont les coordonnées initiales

du point P considérée à (t = 0), on suppose connues les relations xi = xi(x
0
1; x

0
2; x

0
3; t) qui

donnent la position du point P à l�instant t qui était initialement en P0(x01; x
0
2; x

0
3):

(x01; x
0
2; x

0
3) sont les variables indépendantes de Lagrange

Toute grandeur liée à un élément matériel P du continu peut être étudiée en suivant sa

trajectoire. Elle est alors fonction de (x01; x
0
2; x

0
3):
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1.2. Les �uides

Figure 1.1- Trajectoire d�une particule matérielle dans un repère de coordonnées

catésiennes (x1; x2; x3)

G = G(x01; x
0
2; x

0
3; t)

C�est le cas de

xi = xi(x
0
1; x

0
2; x

0
3; t) position de P.

Vi = Vi(x
0
1; x

0
2; x

0
3; t) =

dxi
dt
=
@xi
@t

vitesse de P.


i = 
i(x
0
1; x

0
2; x

0
3; t) =

d2xi
dt2

=
@2xi
@t2

acceleration de P.

L�utilisation des variables de Lagrange fait intervenir la position initiale de la particule

dans l�état initial du système. C�est la méthode la mieux adaptée à l�étude des �solides�

déformables pour lesquels on peut dé�nir un état initial et suivre facilement la transforma-

tion.

Dans les milieux �uides l�état initial n�a aucune importance sur les e¤orts internes à

l�état présent. La description de Lagrange est mal adaptée à l�étude du mouvement des

�uides.

Les avantages de la représentation lagrangienne sont :

� la trajectoire de chaque particule �uide est connue, son histoire peut être tracée;

� la conservation de la masse est satisfaite.

Les inconvénients de cette représentation sont liés au fait que les �uides sont composés

d�un très grand nombre de particules. Les interactions entre les particules sont donc di¢ ciles

6



1.2. Les �uides

à décrire. La méthode lagrangienne n�est donc pas pratique pour des applications réelles

mais elle peut être utilisée pour les sprays, la dynamique des bulles et des particules ou les

gaz raré�és par exemple.

1.2.4 Description Eulérienne

En un point géométrique donné M; on se donne les composantes du vecteur vitesse

Vi = Vi(M; t) et toute grandeur physique attachée au �uide G(M; t):

Soit dans un système de coordonnées cartésiennes:

Vi = Vi(x
0
1; x

0
2; t)

G = G(x01; x
0
2; t)

(x01; x
0
2; t) sont les variables d�Euler.

On ne s�intéresse donc pas ici à l�histoire du continu considéré mais à son champ de

vitesse à l�instant t.

G = G(x01; x
0
2; t) = G(x1(x

0
1; x

0
2; t); x2(x

0
1; x

0
2; t); t)

= G(x01; x
0
2; t)

Relation entre description lagrangienne et description eulérienne La méthode

d�Euler permet d�exprimer la vitesse comme:

Vi(M; t) =
dxi
dt
)

8><>:
dx1
dt

= V1(x
0
1; x

0
2; t)

dx2
dt

= V2(x
0
1; x

0
2; t)

Si on intègre le système d�équations ci-dessus, on aboutit à des constantes d�intégration

qui doivent être trouvées à partir des conditions initiales. La solution donne alors les équa-

tions de Lagrange : on retrouve le système d�équations (xi = xi(x
0
1; x

0
2; t)). En principe la

méthode lagrangienne peut donc être déduite de l�approche eulérienne.
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1.3. Notions fondamentales sur les écoulements

1.2.5 Trajectoire

Les équations paramétriques des trajectoires sont données par la résolution du systéme

di¤érentiel :

Vi =
dxi
dt
! dxi = Vi�dt

dx1
V1(x1; x2; t)

=
dx2

V2(x1; x2; t)

L�intégration donne les relations

xi = xi(x
0
1; x

0
2; t)

Où x01; x
0
2 sont des constantes

1.3 Notions fondamentales sur les écoulements

L�écoulement des �uides est un phénomène complexe et ne se prête pas toujours à une

analyse mathématique rigoureuse.

L�écoulement d�un �uide peut être permanent ou non permanent, uniforme ou non uni-

forme, laminaire ou turbulent, à une dimension , à deux dimension ou à trois dimension.

Dans notre travail, nous étudions l�écoulement à deux dimension quand les particules

du �uide se déplacent dans un plan ou dans des plans parallèles et que la con�guration des

lignes de courant est la même dans chaque plan.

1.3.1 Ecoulement irrotationnel

On rappelle que pour un écoulement irrotationnel : ~
 = ~r^ ~u = ~0: Or d�un point de vue

mathématique ~r^ (~r') = ~0, 8'
On peut donc poser ~u = ~r', ' est appelé potentiel des vitesse.

8



1.3. Notions fondamentales sur les écoulements

1.3.2 Ecoulement incompressible

On vient de voir que pour un écoulement incompressible : ~r:~u = 0: Si on pose ~u = ~r^ ~A,

8 ~A alors ~r:(~r^ ~A) = 0; ~A est appelé potentiel vecteur.

1.3.3 Ecoulements bidimensionnels d�un �uide incompressible.

Soit un repère cartésien orthonormé Oxyz. On dit qu�un écoulement est bidimensionnel

dans le plan x� y (Figure 1.2) si la composante de la vitesse parallèle à l�axe Oz est nulle

c�est-à-dire :

w(x; t) = 0 8x; 8t

et si les caractéristiques du �uide (vecteur vitesse, pression, etc.) sont indépendantes de

z.

Figure 1.2 - Surfaces de courant et lignes de courant dans un écoulement bidimensionnel

Les lignes de courant sont alors identiques dans tout plan z = C2. Il est donc évident

qu�une des familles de surfaces de courant précédemment dé�nies est constituée de plans

parallèles

9



1.3. Notions fondamentales sur les écoulements

 2(x; t) = z = C2

1.3.4 Ecoulement dans un angle; écoulement autour d�une plaque

in�nie; écoulement de point d�arrêt.

Ce type de champs élémentaires correspond à la famille de potentiels complexes

f(z) =
c

m+ 1
zm+1

Où c est une constante réelle et m un réel supérieur à �1. On remarque que, pour m
non entier, la fonction f(z) possède des points de branchement algébriques à l�origine z = 0

et à l�in�ni. On choisit alors pour coupure l�axe Ox. En coordonnées polaires, le potentiel

et la fonction de courant s�écrivent

' =
c

m+ 1
rm+1 cos [(m+ 1) �] ;  =

c

m+ 1
rm+1 sin [(m+ 1) �] ;

et la vitesse complexe est

w(z) = czm

L�allure générale de quelques écoulements représentatifs de cette famille de potentiels est

schématisée sur la �gure (1.3). Comme nous l�avons dit plus haut, toute ligne de courant

peut a priori être choisie comme paroi solide. On remarque par exemple que le potentiel

complexe pour m = 1 décrit aussi bien l�écoulement de point d�arrêt que l�écoulement dans

un angle droit. On s�est limité ici au cas de parois planes faisant un angle � = �=m+ 1:

10



1.3. Notions fondamentales sur les écoulements

Figure 1.3 - Exemples d�écoulements dans un angle

Lorsque m > 0, on obtient l�écoulement dans un angle rentrant � < �, et la vitesse est

nulle à l�origine. Lorsque m < 0, l�angle devient saillant et la vitesse est in�nie à l�origine.

On peut se demander dans quelle mesure ces écoulements de �uides parfaits constituent

des modèles satisfaisants d�écoulements de �uides réels visqueux dans la même con�guration

géométrique. Pour des angles rentrants (m > 0), l�écoulement potentiel extérieur à la couche

limite est ralenti le long de la paroi � = �= (m+ 1), ceci en raison de la divergence des

lignes de courant. D�après l�équation de Bernoulli p=�+ U2=2 =constante, il en résulte une

augmentation de la pression le long de la paroi � = �= (m+ 1). La couche limite, où les

vitesses sont plus faibles que celles de l�écoulement potentiel extérieur, est alors soumise à

un gradient de pression adverse dans la direction de l�écoulement : elle se détache de la paroi

en amont du point O et il y a formation d�un « tourbillon de coin» au voisinage de l�origine.

C�est ce qu�on appelle le phénomène de décollement. Lorsque l�angle est saillant (m < 0);

l�écoulement potentiel extérieur est accéléré en s�approchant de l�origine. Le gradient de

pression est alors favorable et il n�y a pas décollement en amont de l�origine. Cependant la

présence de l�angle saillant en O conduit à un décollement des lignes de courant en aval de

O.
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1.3. Notions fondamentales sur les écoulements

1.3.5 Lignes de courant

Les lignes de courant de l�écoulement à l�instant t sont, par dé�nition, les lignes de force du

champ de vitesses U(x; t). Si dx est un élément di¤érentiel tangent à une ligne de courant,

on a (Figure 1.4)

dx ^ U(x; t) = 0

Dans un repère cartésien, les lignes de courant sont solutions du système

dx1
U1(x; t)

=
dx2

U2(x; t)

Où le temps t est un paramètre. Les lignes de courant varient en général au cours du

temps. Elles constituent à un instant donné un réseau de courbes à deux paramètres.

Figure 1.4 - Ligne de courant.
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1.4. Quelque équation de la mécanique de �uide

1.4 Quelque équation de la mécanique de �uide

1.4.1 Equation de continuité

On suppose dans cette section que le volume 
(t) ne contient pas de surfaces de discontinuité.

L�application du théorème de transport et de la formule de la divergence conduit alors au

résultat :

Z

(t)

�
@�

@t
+ div �U

�
d
(t) = 0 8
(t);

d�où les formes locales équivalentes de l�équation de continuité

�
@�

@t
+ div �U

�
= 0; (1.1)

et

�
d�

dt
+ � divU

�
= 0 (1.2)

Soit en repère cartésien orthonormé

�
@�

@t
+

@

@xi
(�Ui)

�
= 0; (1.3)

�
d�

dt
+ �

@Ui
@xi

�
= 0 (1.4)

Remarque 1.4.1 La relation (1.2) s�écrit également sous la forme :

divU = �1
�

d�

dt
:

13



1.4. Quelque équation de la mécanique de �uide

1.4.2 Equation d�Euler

On suppose ici que les forces de volume sont conservatives et dérivent donc d�un potentiel

� tel que

F = � grad� (1.5)

les équations d�Euler prennent alors une forme plus appropriée pour la suite de l�exposé

:

Continuité

d�

dt
+ � divU

¯
= 0 (1.6)

Loi fondamentale de la dynamique.

@U
¯
@t
+ grad

�
U2

2
+ �

�
+ ! ^U

¯
= �1

�
gradP (1.7)

Equation de l�énergie interne

�
de

dt
= �P divU

¯
(1.8)

Equations d�état thermodynamique

P = P (�; T ) (1.9)

e = e(�; T ) (1.10)

14



1.4. Quelque équation de la mécanique de �uide

1.4.3 Equation de Bernoulli pour un �uide homogène incompress-

ible

Conservation du champ H : 1er théorème de Bernoulli.

Dans tout écoulement permanent de �uide parfait, en présence de forces de volume con-

servatives, le champ H est conservé le long d�une ligne de courant : l�écoulement est dit

isoénergétique et l�on a l�équation de Bernoulli :

H = h+
U2

2
+ � = constante le long d�une ligne de courant (1.11)

2�emethéorème de Bernoulli

Pour tout écoulement irrotationnel d�un �uide parfait, barotrope, en présence de forces de

volume conservatives, l�équation de Bernoulli s�écrit :

@'

@t
+

Z
dP

�
+
U2

2
+ � = C(t)

où la constante C(t) dépend uniquement du temps t.

Dans le cas d�un �uide parfait homogène incompressible, divU = 0, et l�équation de

l�énergie interne (de les équations d�Euler (1:8))devient de=dt = 0 : l�énergie interne e est

conservée le long des trajectoires. Si l�écoulement est permanent on a donc

e = constante le long d�une ligne de courant

Compte tenu du fait que h = e+ p=�, le 1er théorème de Bernoulli s�exprime alors sous

la forme simpli�ée :

P

�
+
U2

2
+ � = constante le long d�une ligne de courant (1.12)
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1.5. Transformation de Schwarz-Christo¤el

On rappelle que le �uide homogène incompressible constitue un cas particulier de �uide

barotrope où � = constante. Le 2�eme théorème de Bernoulli devient donc

@'

@t
+
P

�
+
U2

2
+ � = C(t) (1.13)

1.5 Transformation de Schwarz-Christo¤el

La transformation de Schwarz a pour but de représenter l�aire intérieure à une ligne polygo-

nale sur un demi-plan, cette ligne polygonale peut être convexe ou non, mais deux côtés non

consécutifs doivent être sans point commun (on peut généraliser la dé�nition à un contour

non fermé).

Pour dé�nir cette transformation z = h(Z) ou Z = H(z); la méthode de Schwarz consiste

à considérer que H(z) représente l�expression d�un champ auxiliaire induit dans le domaine

D du plan z intérieur à la ligne polygonale, par un " doublet " d�ordre n placé soit sur un

des côtés de la ligne, soit, plutôt, en un de ses sommets. On constate alors :

� que, par dé�nition même, Z = h(z) = X + iY est une fonction holomorphe dans D et

dé�nit bien une transformation conforme.

� que, dans cette transformation, le contour polygonal devient bien une droite du plan
Z puisque les lignes Y =constante ne sont rien d�autre que les lignes de courant du

champ Z = H(z). L�homologue de la ligne de courant que constitue le contour peut

toujours être choisie comme ligne Y = 0:

� que, l�aire intérieure au contour devient le demi-plan supérieur du plan Z.

� que, l�homologue du sommet du doublet est le point à l�in�ni du plan Z.
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1.5. Transformation de Schwarz-Christo¤el

Figure 1.5 - Le contour polygonal A B C D E du plan z,étant une ligne de courant, devient

la droite y = 0 du plan Z

Les calculs, assez longs, permettent d�obtenir expression suivante de la transformation :

dz

dZ
= k

Y
i

(Z �Xi)
ri

Où les notations suivantes sont utilisées :

k : constante arbitraire ;

Xi : coordonnées des points du plan Z homologues des sommets zi de la ligne polygonale

(ce sont les valeurs du potentiel X du champ Z = H(z) aux points zi:

ri : exposants dé�nis par les angles du contour, telque ri =
�i
�
� 1:

Dans cette transformation on peut toujours :

� choisir l�origine du plan Z en un des points Xi homologues des zi ;

� choisir l�intensité du "doublet" d�ordre n, c�est-à-dire s�imposer la constante k, ou
encore, la coordonnée Xi (c�est-à-dire le potentiel) de l�un des autres points ;

� choisir le sommet où on place le doublet (point à l�in�ni de plan Z).

Les autres constantes sont ensuite déterminées au moyen des longueurs géométriques des

côtés du contour dans le plan z aprés retour à ce plan.
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1.6. Fonctions analytiques (ou holomorphes)

La transformation étant ainsi dé�nie, on détermine le champ réel cherché dans le plan

Z, soit f(Z) et on revient ensuite au plan z.

1.6 Fonctions analytiques (ou holomorphes)

Etant données deux fonctions réelles P (x; y) et Q(x; y) des variables réelles x et y, consid-

érons la fonction complexe

Z = P (x; y) + iQ(x; y) (1.14)

Dont les parties réelle et imaginaire sont respectivement X = P (x; y), Y = Q(x; y).

L�expression (1.14) établit une correspondance entre les points m du plan (x; y) et les points

M du plan (X; Y ). Il s�agit de déterminer sous quelles conditions la dérivée de la fonction

complexe (1.14) est dé�nie en un point m correspondant au nombre complexe z = x+ iy.

Par analogie avec les fonctions réelles de variables réelles, on cherche à évaluer la limite

du rapport �Z=�z lorsque �z = �x+ i�y tend vers zéro. Il vient

Figure 1.6 - Nature directionnelle de la dérivée de Z = P (x; y) + iQ(x; y)

�Z

�z
=
P (x+�x; y +�y) + iQ(x+�x; y +�y)� P (x; y)� iQ(x; y)

�x+ i�y
(1.15)
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1.6. Fonctions analytiques (ou holomorphes)

soit

�Z

�z
=

�
@P

@x
+ i

@Q

@x

�
�x+

�
@P

@y
+ i

@Q

@y

�
�y

�x+ i�y
+ o(1) (1.16)

Où le symbole o(1) désigne un terme qui tend vers zéro en même temps que �z. Après

passage à la limite, on obtient

dZ

dz
=

@P

@x
+ i

@Q

@x
+

�
@P

@y
+ i

@Q

@y

�
dy

dx

1 + i
dy

dx

(1.17)

En général, la dérivée est donc directionnelle (Figure 1.6) : elle dépend de la direction

dy=dx retenue pour atteindre le point m.

Dé�nition 1.6.1 La fonction Z = f(z) est holomorphe en z = x+ iy si elle possède une

dérivée

f
0
(z) = lim

�z!0

f(z +�z)� f(z)

�z
(1.18)

indépendante de la direction dy=dx choisie pour approcher le point z.

D�après (1.17), il en sera ainsi lorsque

@P

@x
+ i

@Q

@x
= �i

�
@P

@y
+ i

@Q

@y

�
(1.19)

et l�on peut démontrer que ces relations sont su¢ santes pour assurer l�existence de la

dérivée, d�où le résultat suivant.

Si une fonction f(z) est holomorphe dans un domaine, les parties réelle et imaginaire

P (x; y) et Q(x; y) sont des fonctions harmoniques conjuguées, c�est-à-dire qu�elles véri�ent

les conditions de Cauchy-Riemann et l�équation de Laplace dans le domaine :

�P = 0; �Q = 0
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1.7. Potentiel complexe, Vitesse complexe

Si une fonction f(z) est holomorphe dans un domaine, les courbes P (x; y) = constante

et Q(x; y) = constante forment un réseau orthogonal dans ce domaine.

En e¤et les normales de chaque famille de courbes sont orthogonales en tout point :

gradP: gradQ = 0

par application des conditions de Cauchy-Riemann .

Théorème 1.6.1 Une fonction f(z) est dite analytique dans un domaine si, en tout point

de ce domaine, on peut la développer en série entière :

f(z) =
1X
n=0

an(z � z0)
n: (1.20)

Le théorème précédent permet immédiatement de conclure que toute fonction holomor-

phe est analytique donc in�niment di¤érentiable. Réciproquement, on démontre que toute

fonction analytique est holomorphe, la dérivée f 0(z) s�obtenant par dérivation de (1.20)

terme à terme. Nous avons choisi dans cette annexe de privilégier la notion de fonction

holomorphe.

Les mathématiciens appliqués de langue anglaise ne font souvent pas la distinction entre

ces deux concepts et utilisent seulement le terme «analytique» .

1.7 Potentiel complexe, Vitesse complexe

Un grand nombre d�écoulements plans classiques peuvent être représentés par des fonctions

complexes. Soit f(z) = '(x; y) + i (x; y) où z = x + iy est la variable complexe associée

à la fonction potentiel complexe f(z) (' et  représentent respectivement les fonctions

potentielle et de courant).

Pour que f(z)soit analytique, il faut que ' et  véri�ent les relations de Cauchy-Riemann.

La fonction f(z) est appelée potentiel complexe des vitesses.

On rappelle que les fonctions ' et  sont des fonctions harmoniques : elles sont toutes

deux solutions de l�équation de Laplace (4' = 0; 4 = 0):
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1.7. Potentiel complexe, Vitesse complexe

De plus, le potentiel ' et la fonction de courant  véri�ent les conditions de Cauchy-

Riemann :

@'

@x
=
@ 

@y
;

@'

@y
= �@ 

@x
: (1.21)

La vitesse complexe est dé�nie par :

w(z) =
df

dz
=

@

@z
('+ i ) =

1

2

�
@'

@x
+ i

@ 

@x

�
� i

2

�
@'

@y
+ i

@ 

@y

�
Alors

w(z) = u� iv: (1.22)
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Chapitre 2

Solution analytique du problème

bidimensionnel

Résumé : Dans ce chapitre, On considère un problème d�écoulement bidimensionnel à

surface libre, avec les e¤ets de la gravité et de la tension de surface sont négligeables.

Donc on utilise la méthode de l�hodographe basée sur la technique de Schawrz-Christo¤el

pour obtenir la solution exacte.

2.1 Méthode de l�hodographe

Cette transformation est utilisée par Kirchho¤ 1986 pour trouver la solution exacte de

problèmes d�écoulements potentiels et bidimensionnels, partiellement bornée par les parois

rigides et rectilignes et d�autres parties par lignes de courant libres, sur les quelles la pression

est supposée constante. L�idée de base de cette transformation est l�introduction de la

variable complexe dé�nie par :

! = log

�
U
dz

df

�
= log

�
U

u� iv

�
= log

�
U

q

�
+ i�

Où z = x+iy, f = '+i ,
df

dz
= u�iv et q =

p
u2 + v2, avec u et v sont les composantes

du vecteur vitesse V, � est l�angle que forme le vecteur vitesse avec l�horizontale.
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2.2. Position de problème

On remarque que La fonction ! possède de simples propriétés suivantes :

� La partie réelle de ! est constante sur chaque ligne de courant libre, i.e,
log

�
U

q

�
= const.

� La partie imaginaire de ! est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e,
� = const:

Par conséquent, l�écoulement est représenté par une �gure plane de cotés rectilignes

(polygone). C�est aussi le cas de la transformation f , qui transforme le plan physique z en

polygone. Il est évident que, si nous pouvons transformer le plan ! vers la moitié supérieure

( resp. inférieure ) d�un autre plan d�une certaine variable complexe, alors la relation entre

z et f ou entre df=dz et f est paramètriquement déterminées.

2.2 Position de problème

On se propose dans ce chapitre le problème d�écoulement issue d�un ori�ce d�un reservoir.

Cet écoulement délimité par les parois rigides AB, BC, EF et la surface libre CD.

Le but du problème consiste à déterminer la fonction potentielle de vitesse '(x; y) qui

véri�e les conditions suivants :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�' = 0 dans le domaine de l�écoulement;
@'

@x
= 0 sur la paroi BC

@'

@y
= 0 ; sur les parois AB, EF

1

2

�
@'

@x

�2
+
1

2

�
@'

@y

�2
+
p

�
= const sur la surface libre CD de forme inconnue.

Où p et � sont la pression et la densité du �uide respectivements.
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2.2. Position de problème

Figure 2.1- Schéma d�un écoulement et positionnement des coordonnées

On peut choisie  comme une fonction di¤érentiable de telle sorte que :

v = �@ 
@x

; u =
@ 

@y
(2.1)

La fonction  est connue comme une fonction de courant, alors le problème maintenant

a une variable dépendante au lieu deux u et v. La fonction de courant a une propriété qu�il

soit égal à une constante sur toutes lignes de courant. En particulier  est constante le long

de surface libre.

Lorsque l�écoulement irrotationnel on a aussi la relation suivante :

~r^ U = @v

@x
� @u

@y
= ~0: (2.2)
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2.2. Position de problème

Cette équation peut être satisfait comme suite :

U = u(x; y)i+ v(x; y)j = grad' =
@'

@x
i+

@'

@y
j; (2.3)

Où ' est la fonction potentielle.

D�aprés (2.1) et (2.3) on peut trouver une relation entre la fonction potentielle et la

fonction de courant :

@'

@x
=
@ 

@y
et

@'

@y
= �@ 

@x
: (2.4)

La relation (2.4) est le même forme comme l�équation de Cauchy-Riemann de théorème

des fonctions des variables complexe.

Cette implique que le fonction f où:

f = '+ i ; (2.5)

est une fonction analytique de z = x + iy. La fonction est connue comme un potentiel

complexe.

Le problème d�écoulement issue d�un ori�ce d�un reservoir comme un autre problème de

surface libre, souvent géométries compliquées dans le plan cartésien (x; y). Maintenant on

va voir la simpli�cation du problème considéré dans un plan (';  ): cela signi�e que ' et  

sont utilisés comme variables indépendantes au lieu x et y:

Le tableau suivant représente la positionnement des points dans le plan z et le plan f

Les points plan-z plan f

A x = �1; y = L0  = 0; ' = 'A = �1

B x = 0; y = L0  = 0; ' = 'B < 0

C x = 0; y = 0  = 0; ' = 'C = 0

D x =1; y < 0  = 0; ' = 'D =1

E x = �1; y = L  = �1; ' = 'E = �1

F x =1; y = L  = �1; ' = 'F =1
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2.2. Position de problème

' et  sont dé�nis à une constante additive arbitraire, il est possible de choisir ' = 0

en point de séparation C, et  = 0 le long de ligne de courant ABCD. Ensuite, à partir du

choix des variables sans dimension, que  = �1 sur le bas EF. Alors le �uide est dans un
région, �1 <  < 0 et �1 < ' <1:

Puisque f = ' + i est une fonction analytique de z = x + iy, la transformation entre

le plan cartisien (x; y) et le plan potentiel complexe (';  ) est conforme.

Figure 2.2 - Schéma d�un écoulement dans un plan complexe f

Les conditions limites cinématiques dan le plan f sont

v = 0 sur  = �1;

v = 0 sur  = 0; ' < 'B;

u = 0 sur  = 0 'B < ' < 0:
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2.3. Résolution du problème

2.3 Résolution du problème

Dans cette section nous allons utiliser la méthode de l�hodographe basée sur la technique

de Schawrz-Christo¤el pour trouver la solution exacte de notre problème. Pour résoudre

ce problème, nous utilisons la méthode de la théorie courant libre introduit par Kirchho¤,

basée sur la transformation d�hodographe. la transformation complexe est dé�nie par :

! = log

�
U
dz

df

�
= log

�
U

u� iv

�
= log

�
U

q

�
+ i�

Ou z = x + iy, q et � sont le module de la vitesse et l�angle entre le vecteur vitesse et

l�axe horizontale, respectivement. Par cette derniére transformation, le champ occupé par

le �uide dans le plan-z est transformé en bande semi-in�nie dans le plan-!:
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2.3. Résolution du problème

Figure 2.3 - plan-!

Figure 2.4 - plan -�
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2.3. Résolution du problème

La transformation conforme d�une bande semi-in�nie dans le plan ! (�gure2.3) à en

demi-plan(plan �), est donnée par le théoréme de Schwarz-Christo¤el, en respectant le sens

et l�orientation de l�écoulement (voir Figure 2.4).

� On va chercher une relation entre ! et � :

On appliquer le transformation Schwarz-christo¤el :

d!

d�
= k (�� �1)p1 (�� �2)p2 (�� �3)p3 ::: (�� �n)pn et pn =

�n
�
� 1 (2.6)

On utilise les points (C (�1; 0) ; D(0; 0) dans le plan �) et
�
C
�
0;�i�

2

�
; D (0; 0) dans le plan !

�
pC =

�

2
�
� 1 = �1

2
alors pC = �

1

2

pD =

�

2
�
� 1 = �1

2
alors pD = �

1

2

On substitue ces données dans l�équation (2.6) on trouve

d!

d�
= k (�� 0)�1=2 (� + 1)�1=2

Alors :

d!

d�
=

kp
�
p
� + 1

) d! = k

Z
d�p

�
p
� + 1

) ! = 2k sinh�1(
p
�) +N

! = 2k ln(
p
� +

p
� + 1) +N

Alors :
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2.3. Résolution du problème

! = 2k ln(
p
� +

p
� + 1) +N (2.7)

Ensuite on va determiner les valeurs k et N

On remplace le point C
�
� = �1; ! = �i�

2

�
dans l�équation (2.7) on trouve

�i�
2
= 2k ln(

p
�1 +

p
�1 + 1) +N

=) �i�
2
= 2k ln(

p
i2) +N

=) ��
2
= 2k ln(i) +N

On a

log(z) = ln jzj+ i arg(z) = ln
p
x2 + y2 + i a tan 2(y; x)

Alors

ln(i) = i
�

2

=) �i�
2
= 2k

i�

2
+N (2.8)

La determination de valeur k

On remplace le point D(� = 0; ! = 0) dans l�équation (2.7) on trouve

0 = 2k ln(
p
0 +

p
0 + 1) +N

=) N = 0 (2.9)

D�aprés (2.8) et (2.9) on trouve

k = �1
2

et N = 0

Donc

! = 2(�1
2
) ln(

p
� +

p
� + 1)

=) ! = � ln
�p
� +

p
� + 1

�
(2.10)
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2.3. Résolution du problème

() e! =
1p

� +
p
� + 1

=) e! =

p
��

p
� + 1�p

� +
p
� + 1

��p
��

p
� + 1

�
=) e! =

p
��

p
� + 1 (2.11)

=) e! �
p
� = �

p
� + 1

=)
p
�� e! =

p
� + 1

=)
�p
�� e!

�2
= (
p
� + 1)2

=) � + e2! � 2
p
�e! = � + 1

=) �2
p
�e! = 1� e2!

=)
p
� = �1� e2!

2e!

=)
p
� = sinh(!)

Donc

� = sinh2 ! (2.12)

� On va chercher la dépendence entre f et �
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2.3. Résolution du problème

On utilise la transformation christo¤el-schwarz :

df

d�
=M (�� �1)p1 (�� �2)p2 (�� �3)p3 ::: (�� �n)pn et pn =

�n
�
� 1

Alors

df

d�
=M(�� 0)�1 (�� 1)�1 (� + 1)0 =M

1

�(�� 1)

En intégre cette équation, on trouve :

Z
df =M

Z
1

�(�� 1)

f =M ln((�� 1)� ln(�)) + S

=) f =M ln

�
�� 1
�

�
+ S (2.13)

On va determiner le valeurs M et S

On choisit le point B(� =1; f = �1) et on substitue dans (2.13) on trouve :

�1 =M ln

�
�� 1
�

�
+ S

On a : lim ln

0B@1� 1

�
1

1CA = 0 lorsque �!1

=) S = �1

Alors l�equation devient :

f =M ln

�
�� 1
�

�
� 1 (2.14)

Pour determiner M , on choisit le point C (� = �1; f = 0) et on substitue dans (2.14)
on trouve :
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2.3. Résolution du problème

0 =M ln

�
�1� 1
�1

�
� 1

0 =M ln (2)� 1

=) 1 =M ln 2

=)M =
1

ln 2

L�equation devient :

f =
1

ln 2
ln

�
�� 1
�

�
� 1 (2.15)

L�équation (2.15)

() (f + 1) ln 2 = ln

�
�� 1
�

�

=) e(f+1) ln 2 =
�� 1
�

On prend Y = (f + 1) ln 2

=) eY =
�� 1
�

=) �eY = �� 1
=) �eY � � + 1 = 0
=) �(eY � 1) + 1 = 0
=) � = � 1

eY � 1

Alors

� = � 1

e(f+1) ln 2 � 1 (2.16)

� On va chercher la relation entre z et �

On utilise la fonction de kircho¤ :

! = log

�
U
dz

df

�
(2.17)
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2.3. Résolution du problème

=) e! = U
dz

df
(2.18)

Alors

dz

df
=
1

U
e! (2.19)

On a

df

d�
=

1

ln(2)
� 1

�(�� 1) (2.20)

dz

d�
=
dz

df
� df
d�

(2.21)

dz

d�
=
1

U
e! � 1

ln(2)
� 1

�(�� 1) (2.22)

dz

d�
=

e!

U ln(2)
� 1

�(�� 1) (2.23)

On utilise la relation (2.11)

e! =
p
��

p
� + 1

dz

d�
=

1

U ln(2)
� 1

�(�� 1)

�p
��

p
� + 1

�
(2.24)

dz

d�
=

1

U ln(2)
� 1

�(�� 1)

�p
��

p
(� + 1)

�

=) dz

d�
=

1

U ln(2)

" p
�

�(�� 1) �
p
(� + 1)

�(�� 1)

#

=) dz

d�
=

1

U ln(2)

"
1p

�(�� 1)
�
p
(� + 1)

�(�� 1)

#
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2.3. Résolution du problème

=) dz =
1

U ln(2)

"
1p

�(�� 1)
�
p
(� + 1)

�(�� 1)

#
d� (2.25)

Alors

Z
dz =

1

U ln(2)

"Z
d�p

�(�� 1)
�
Z p

(� + 1)

�(�� 1) d�
#

(2.26)

On pose :

I1 =

Z
d�p

�(�� 1)
(2.27)

On utilise le changement de variable

On pose : � = t2 =) d� = 2t dt et
p
� = t

alors

I1 =

Z
2dt

(t2 � 1) =
Z

dt

(t� 1) �
Z

dt

(t+ 1)
= [ln (t� 1)� ln(t+ 1)]

Donc

=) I1 = ln

 p
�� 1p
� + 1

!
(2.28)

On pose

I2 =

Z p
(� + 1)

�(�� 1) d� (2.29)

Aprés l�intégration, on trouve :

I2 =
p
2 ln

�p
� + 1�

p
2
�
�
p
2 ln

�p
� + 1 +

p
2
�
� ln

�p
� + 1� 1

�
+ ln

�p
� + 1 + 1

�
(2.30)

Donc l�equation (2.26) devient :

z � z0 =
1

U ln(2)

"
ln

 p
�� 1p
� + 1

!
�
p
2 ln

 p
� + 1�

p
2p

� + 1 +
p
2

!
� ln

�p
� + 1� 1p
� + 1 + 1

�#
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2.3. Résolution du problème

=) x+iy�x0�iy0 =
1

U ln(2)

"
ln

 p
�� 1p
� + 1

!
�
p
2 ln

 p
� + 1�

p
2p

� + 1 +
p
2

!
� ln

�p
� + 1� 1p
� + 1 + 1

�#

=) x�x0+i(y�y0) =
1

U ln(2)

"
ln

 p
�� 1p
� + 1

!
�
p
2 ln

 p
� + 1�

p
2p

� + 1 +
p
2

!
� ln

�p
� + 1� 1p
� + 1 + 1

�#

On choisit le point C(zC = 0 et � = �1), on trouve :

=) �x0 � iy0 =
1

U ln(2)

�
ln

�
i� 1
i+ 1

�
�
p
2 ln (�1)� ln (�1)

�

=) �x0 � iy0 =
1

U ln(2)

h
i
�

2
�
p
2i� � i�

i

=)

8><>:
x0 = 0

y0 =
�(1 + 2

p
2)

U2 ln(2)
Donc8>>><>>>:

x =
1

U ln(2)

"
ln

 p
�� 1p
� + 1

!
�
p
2 ln

 p
� + 1�

p
2p

� + 1 +
p
2

!
� ln

�p
� + 1� 1p
� + 1 + 1

�#
y = ��(1 + 2

p
2)

U2 ln(2)

qui est l�équation paramétrique de la surface libre.
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Chapitre 3

Résolution numerique du problème

bidimensionnel

Résumé : Dans ce chapitre, on s�intéresse à la résolution numérique du problème considéré,

en tenant compte des forces de la tension de surface et on garde la gravité g est nulle, en

utilisant la technique utilisée par Vanden-Broeck et Keller. Dans ce cas, La solution exacte

est di¢ cile à trouver explicitement et même impossible.

3.1 Formulation générale du problème

Nous considérons un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotationnel d�un �uide incom-

pressible et non visqueux dans un reservoir de largeur H0 et de longueur in�nie. L�ouverture

du reservoir est de largeur L (voir �gure 3.1). Dans l�absence de gravité et de au symétrie

de l�écoulement, la ligne de symétrie EF est considérée comme ligne de courant. On prend

axes de coordonnées x0ox l�origine en C et la paroi BC sur l�axe des ordonnées y. Lorsque

x ! 1, la vitesse de l�écoulement s�approche de la vitesse uniforme. Nous supposons que
le jet à l�in�ni est uniforme de vitesse constante U et de largeur H.
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3.1. Formulation générale du problème

Figure 3.1 - Schéma de l�écoulement et des coordonnées.

Nous dé�nissons des variables sans dimension en prenant U comme vitesse unitaire et

H comme La longueur de l�unité. On introduit la fonction potentielle ' et la fonction de

courant  . Sans perte de généralité, nous choisissons ' = 0 au point de raccordement

(x; y) = (0; 1) et  = 0 Sur la ligne de courant ABCD. D�après la loi de conservation de la

masse il s�ensuit que  = �1 sur la ligne de courant EF. Pour utiliser le conforme techniques
de cartographie, on considère l�écoulement dans le plan complexe z = x + iy et la fonction

de potentiel complexe f = ' + i . On transforme le domaine occupé par le fuide dans le

plan z par la fonction de potentiel f en bande semi-in�nie (�1 < ' < 1;�1 < ' < 0):

(Figure 3.2).
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3.1. Formulation générale du problème

Figure 3.2 - Schéma d�un écoulement dans un plan complexe f

L�objectif est de dérivé la relation integrale, c�est que impliqe les inconnues sur la surface

libre. Dans le plan f on ne peut pas terminer cet objectif, mais on peut terminer par le

premier Cartographie conforme.

& = �+ i� = e�f = e�('+i ) = e�'(cos(� ) + i sin(� )):

Le tableau suivant représent l�image des point d�intérêt d�un nouvel plan &

plan cartisien plan- f plan -&

A  = 0; ' = 'A = �1 � = �A = 0; � = 0

B  = 0; ' = 'B < 0 � = �B > 0; � = 0

C  = 0; ' = 'C = 0 � = �C = 1; � = 0

D  = 0; ' = 'D =1 � = �D =1; � = 0

E  = �1; ' = 'E = �1 � = �E = 0; � = 0

F  = �1; ' = 'F =1 � = �F = �1; � = 0

Par conséquent, Les parois supérieures et la surface libre sont mappées à le positif l�axe

réel du plan -& et le paroi inférieur est mappé à le négatif l�axe réel du plan -&: Un exemple

des lignes de courant dans un �uide est  = �1=3 et ' 2 (�1;1). Sous la transformation
décrite par , cela est mappé à
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3.1. Formulation générale du problème

� =
1

2
e�' et � =

p
3

2
e�':

Cet exemple, montre que toutes les lignes de courant dans le �uide sont mappées dans

la région �1 < � <1; � � 0; c�est le demi plan supérieur &; voir la �gure (3.3)

Figure 3.3 - L�écoulement dans un plan complexe-&

La vitesse complexe est introduite comme u � iv. La relation entre Les composants de

vitesse, u et v, et la fonction de potentiel et de courant, ' et  , a déjà été mentionné.

Ceux-ci peuvent être combinés pour donner

u� iv =
@'

@x
+ i

@ 

@x
=
df

dz
: (3.1)

De plus, la vitesse complexe et aussi est une fonction analytique de z = x+iy; puisque la

dérivée de la fonction analytique est le même une fonction analytique. La nouvelle fonction

complexe, � � i� = ln

�
df

dz

�
, est introduit, et est lié à la vitesse complexe par

u� iv = e��i� (3.2)
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3.1. Formulation générale du problème

telque u est le composante horizontale de la vitesse, v est le composante verticale de la

vitesse et � désigne l�angle entre le vecteur de vitesse et l�horizontale.

En termes de nouvelles variables complexe � et �. Les termes de vitesse, deviennent

u2 + v2 = e2�
�
cos2 � + sin2 �

�
= e2� (3.3)

La condition sur la surface libre CD est donnée par l�équation de Bernoulli :

�p+
1

2
�q2 = p0 +

1

2
�U2 sur  = 0 ' > 0 (3.4)

La pression atmosphérique p0 est constante.

Où �p et q sont la pression du �uide et la vitesse juste à l�intérieur de la surface libre,

respectivement. Le côté droit de l�équation (3.4) est évalué à partir du Condition loin en

aval.

La relation entre �p et p0 est donnée par la formule de capillarité de Laplace

�p� p0 = �KT (3.5)

Où K est la courbure de la surface libre et T est la tension de surface.

Si nous remplaçons (3.5) en (3.4), nous obtenons:

1

2
�q2 � T

�
�K =

1

2
U2 (3.6)

Dans les variables sans dimension (3.6) devient:

1

2
q2 � 1

�
K =

1

2
(3.7)

Où � =
�U2H

T
, est le nombre de Weber.

Pour que la courbure soit bien dé�nie, nous présentons la fonction � � i� comme:
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3.1. Formulation générale du problème

� = u� iv = e��i� (3.8)

Où � désigne l�angle entre le vecteur de vitesse et l�horizontale. Avant d�écrire l�équation

(3.7) par les nouvelles variables � et � , nous montrons que :

K =
1

R
=

���� @�@'
���� e� (3.9)

Alors la condition de Bernoulli (3.7) en variables non dimensionnelles sur la ligne de

courant libre CD s�écrit :

e2� � 2

�

���� @�@'
���� e� = 1 (3.10)

La condition cinématique sur AB, BC et EF peut être exprimée comme suit:

v = 0 sur  = 0 �1 < ' < 'B (3.11)

u = 0 sur  = 0 'B < ' < 0 (3.12)

v = 0 sur  = 0 �1 < ' <1 (3.13)

De plus de la relation (3.8) on tire :

8><>:
@'

@x
= u = e� cos �

@'

@y
= v = e� sin �

(3.14)

Le problème consiste maintenant à chercher la fonction � (� ; �) qui véri�er l�équation

(3.10) avec les conditions (3.11),(3.12)et(3.13). Ce qui termine la formulation du problème.
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3.2. Procédure numérique

3.2 Procédure numérique

Pour résoudre le problème numériquement, on applique la technique de troncation de série

utilisée par Vanden-Broeck et Keller

Avant d�écrire la forme de la série, on transforme le domaine occupé par le �uide dans

le plan f (Fig 3.2), en un quart de disque unité dans le premier quadrant de la variable t

(Fig3.4). Les parois rigides AB, BC et EF se transforment sur les rayons du cercle et la

surface libre CD sur la circonférence.

La transformation qui applique le domaine de l�écoulement du plan f dans le plan t est

donnée par :

f =
2

�
log

2t

1 + t2
(3.15)

Figure 3.4- Plan de la variable t

Les points A , B , C, D, E et F dans le plan f se transforment respectivement aux points

t = 0; t = b; t = 1; t = i; t = 0; t = i,8b > 0:(�g 3.4).
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3.2. Procédure numérique

La surface libre dans la nouvelle variable t est donnée par :

t = jtjei� avec 0 � � � �

2
(3.16)

et dans le plan f par :

f = ' avec �1 < ' <1 surCD

En substituant (3.16) dans l�équation (3.15) on trouve :

f =
2

�
log

2ei�

1 + e2i�

=) f =
2

�
log(sec(�)) (3.17)

sur la surface libre CD

ce qui implique

df = d' =
2

�
tan(�)d�

donc

d�

d'
=
�

2
cot(�) (3.18)

sur la surface libre CD.

D�autre part on a :

@�

@'
=

����@�@� @�@'
����

=) @�

@'
=

�����2 cot(�)@�@�
���� (3.19)

En utilisant (3.19), la condition de Bernoulli (3.10) devient :
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3.2. Procédure numérique

e2� � �

�
cot(�)

����@�@�
���� e� = 1 sur CD (3.20)

�
cot(�) > 0; car 0 < � <

�

2

�
Reste maintenant à étudier le comportement de la vitesse au voisinage des singularités.

3.2.1 Comportement local de la vitesse au voisinage des singular-

ités

les points singuliers dans le plan de l�écoulement réel z sont : zB = iL et zC = 0 point

de séparation entre la paroi rigide et la surface libre, qui correspondent respectivement aux

points tB = b; tC = 1 dans le plan t.

Comportement asymptotique au voisinage de t=b :

Puisqu�au point t = b, on a un écoulement dans un angle de
�

2
, donc l�écoulement est

caractérisé par la fonction potentielle complexe donnée dans le plan z par :

f � 1

2
c(z � iL)2 lorsque z ! iL (3.21)

ce qui donne

(z � iL)2 � 2

c
f lorsque f ! 0

=) z � iL �
�
2

c
f

�1
2

lorsque f ! 0 (3.22)

On remplace l�équation (3.15) dans l�expression ci-dessus on trouve :

z � iL �
�
4

�c
log

2t

1 + t2

�1
2

quand t! b (3.23)

comme � =
df

dz
ce qui donne
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3.2. Procédure numérique

� � c(z � iL) lorsque z ! iL (3.24)

En substituant (3.23) dans (3.24) on trouve :

� � c

�
4

�c
log

2t

1 + t2

�1
2

quand t! b (3.25)

puisque

log
2t

1 + t2
�
�
(t� b)2 +O(t� b)3

�
t! b (3.26)

et comme

t� b = O(t2 � b2) t! b (3.27)

alors

� � c

�
4

�c

�1
2 �
t2 � b2

�1
2 t! b (3.28)

C�est à dire :

� s O (t2 � b2)
1
2 lorsque t! b (3.29)

Comportement asymptotique au point de séparation t = 1.

La con�guration de l�écoulement autour du point t = 1est la même qu�au point zC = 0, nous

avons un écoulement autour d�un angle 
, où l�écoulement est caractérisé par la fonction

potentielle suivante :

f s

c

�
(z � 0)

�

 lorsque z ! 0
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3.2. Procédure numérique

=) f s

c

�
(z)

�

 lorsque z ! 0 (3.30)

z s
�
�


c
f

��



(3.31)

Alors

� =
df

dz
s cz

�


�1

lorsque z ! 0 (3.32)

puisque sur la surface libre  = 0; alors :

f = ' =
2

�
log

2t

1 + t2
sur CD (3.33)

de l�équation (3.15) et (3.32) on tire :

z s
�
2


c
log

2t

1 + t2

��



quand t! 1 (3.34)

En substituant (3.34) dans (3.32) on trouve :

� s c

 �
2


c
log

2t

1 + t2

��



!�


�1

(3.35)

Puisque

log
2t

1 + t2
�
�
(t� 1)2 +O(t� 1)3

�
t! 1

et comme

t� b = O(t2 � 1) t! b
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3.3. Formulation de la série

Alors

� s c

�
2


c

�1� 

� �
(t2 � 1)2

�1� 

� quand t! 1

C�est-à-dire comportement de l�écoulement au voisinage du point de séparation s�écrit :

� s O ((t2 � 1)2)1�


� quand t! 1 (3.36)

3.3 Formulation de la série

Après avoir déterminé le comportement local de la vitesse au voisinage de point de stagnation

et au point singulier et suivant H. Mekias et J. M. Vanden-Broeck, on cherche la vitesse �(t)

sous la forme :

�(t) = g(t)
(t)

Où g(t) contient les singularités et les zéros montrés précédemment, et la fonction 
(t)

est bornée et continue sur le cercle d�unité jtj = 1 et analytique à l�intérieur. Les conditions
(3.6), (3.7) et (3.8) montrent que 
(t) peut être développée en série entière en t. Par

conséquent,

e��i� = �(t) =
p
b2 � t2(1� t2)2�

2

� exp

 1X
n=1

ant
2n

!
: (3.37)

Les coe¢ cients an sont des inconnus à déterminer. En choisissant les coe¢ cients an réels,

la vitesse donnée par la relation (3.37) satisfait toutes les conditions (3.11), (3.12) et (3.13).

On détermine les coe¢ cients an et l�angle 
 de tel sorte que l�équation de Bernoulli (3.10)

soit satisfaite.
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3.3. Formulation de la série

On introduit la notation t = jtj ei� de sorte que les points sur BC sont donnés par

t = ei�; 0 < � <
�

2
: En utilisant (3.37) l�équation (3.10) devient :

e2�� � �

�
cot(�)

����@��@�
���� e�� = 1 sur CD (3.38)

Ici �� et �� dénotent respectivement les valeurs des fonctions � et � sur la surface libre CD.

Pour la résolution numérique du problème nous faisons une troncature de la série dé�nie

dans (3.37) après N termes. On détermine les N coe¢ cients an et l�angle de séparation 


par collocation. Ainsi, on introduit la discrétisation de l�intervalle
h
��
2
; 0
i
en N + 1 points

�I par

�I = �
�

2 (N + 1)
(I � 1) ; I = 1; :::; N + 1 (3.39)

Les deux équations (3.37) et (3.39) nous permettent de trouver les expressions [�� (�)]�=�I ;�
�� (�)

�
�=�I

et
�
@��

@�

�
�=�I

en termes de 
 et les coe¢ cients an, lesquelles, une fois substitués

dans l�équation (3.39), deviennent en chaque point �I :

On obtient (N+1) équations algébriques non linéaires pour (N+1) inconnus an, n=1;:::;N ,

et 
 . Le système de (N + 1) équations non linéaires à (N + 1) inconnues est résolu par la

méthode de Newton.

En�n, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement la relation

@x

@�
=
2C

�
cot(�)e�� cos(��)

et

@y

@�
=
2C

�
cot(�)e�� sin(��)
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3.4. Conclusion générale

3.4 Conclusion générale

Dans ce travail, on considère un problème d�écoulement bidimensionnel à surface libre avec

les e¤ets de la gravité et de la tension de surface sont négligeables .

L�objectif de ce travail est de donner une formulation mathématique à ce problème, et

d�étude la technique de résolution du problème analytiquement avec les méthode d�hodographe

et la transformation de Schwarz-Cristo¤el, et numériquement par la technique de troncation

de la série pour chercher la solution exacte.
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